Vorlesung Statik II — Teil 1
Sommersemester 2010

1. Ablauf der Lehrveranstaltung

Termine: Dienstags, 7.45 — 9.15 Uhr, 9.45 — 11.15 Uhr
Keine Trennung von Vorlesung und Ubung

Leistungsnachweise: Es werden 4-5 Hausilibungen verteilt, deren Bearbeitung und Testat
Zulassungsvoraussetzung fiir die Priifung ist.

Abschluss: schriftliche Priifung, Dauer 120 min

Inhalte: Differentialgleichung der Biegelinie
Forménderungen
KraftgroBenverfahren
EDV-Anwendungen

Abkiirzungen: GG Gleichgewicht

TW Tragwerk
2. Einteilung der Tragwerke

2.1. Einteilung nach rGumlicher Ausdehnung

Tragverhalten wird durch ein Rechenmodell erfasst:

1-dimensionalen (Stibe),
2-dimensionalen (Scheiben, Platten, ebene Fachwerke) oder
3-dimensionalen (rdumliche Trag- und Fachwerke, Schalen)

2.2. Einteilung nach der Konstruktion (TW-Aufbau)

Verschiedene TW-Systeme sind zur Erflillung derselben Tragaufgabe mdglich, z.B.

Balken l
A _
Gelenktriger (Gerbertréiger) A ~ o e o »
Durchlauftrager A - - A
Rahmen :
a
Bogen

Fachwerke /\/\7\
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2.3. Einteilung nach rechnerischen Bestimmungsmerkmalen

e statisch bestimmte Systeme

- alle KraftgroBen (SchnittgroBen, Auflagerkrifte) sind aus GG-Bedingungen ermittelbar
- Lastverformungen (z.B. Temperaturlasten, Lagersenkungen) bewirken keine Kraftgro3en
- Vorspannungen nicht moglich
- KraftgroBBen unabhéngig vom Steifigkeitsverlauf
(Ermittlung der SchnittgroBen unabhingig von der Bemessung)

¢ n-fach statisch unbestimmte Systeme

Bestimmung des Grads der statischen Unbestimmtheit

a) Schnittmethode

Zunichst wird das TW durch t Bindungen voll biegesteif gemacht, dann r Schnitte, bis das
TW (bzw. alle Teile) statisch bestimmt ist (sind).

Ebene TW: ng=3r—-t
Raumliche TW: ng=6r—t

Beispiel Rahmen:

N ‘| V4

g t=35 g r=2
77777 77777 77777

Achtung: Bei durchgehenden Gelenken sind (meist) mehrere Bindungen notig

b) Abzihlmethode
(siehe Statik 1) besonders fiir Fachwerke geeignet, da dort t sehr grof3

2.4. Einteilung nach dem mechanischem Verhalten
lineares Verhalten: bereichsweise lineares Verhalten
F4 Fa
I II

Skript Statik 2 Seite 2



yyv iy llllll

-
R

i~
-

7@; _______ = ___- AN I e — 11 P

77777
nichtlineares Verhalten
F4 Fa
—> ' \ 4—
F ,' \ F ¢ >,
, \\ \\ F F I[
~-_ h\ —_-- | I S /
(Dm 7777

3. SchnittgroRen

3.1. Arten von SchnittgroRen

SchnittgroBen sind gedachte KraftgroBen, die an Schnitten im TW anzubringen sind, um
dieses mit den Lasten im GG zu halten, die tiblicherweise in x-y-z-Komponenten aufgeteilt
werden.

- nur 3 (Ebene) bzw. max. 6 (Raum) SchnittgroBen pro Schnitt moglich
- Es sind immer Doppelgréen

- An den Schnittstellen treten Spannungen auf. Die Schnittgro8en miissen mit den
Spannungen im GG stehen

- Fachwerkstébe sind per Definition nur mit N beansprucht
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Beispiel Kragarm mit schriager Einzellast:

Fiir ebene Tragwerke gilt:

3.2.
a)

b)

N=[o, dA

M=[c,-zdA Q=[r,dA

Vorzeichenregeln

anhand von lokalen Stabkoordinaten:

- Koordinatensystem festlegen, x in Stablédngsrichtung

- am positiven Schnittufer verlaufen alle Schnittgroen in Koordinatenrichtung
- am negativen Schnittufer entgegengesetzt

pos. Schnittufer

—|- L x 4
~
\\\ —
Z SN
L“::My & N
\\\ Mx
~
~
A 4 \’_ X
M,
v
\ V4

baupraktisch fiir Handrechnungen

- Zug positiv

- Vorgabe einer gestrichelten Randfaser

- M ist positiv, wenn die Randfaser bei Biegung verldngert wird
-Q =My ergibt sich aus der Neigung der M-Linie

Lasten positiv in den globalen Koordinatenrichtungen
Reaktionen positiv gegen die globalen Koordinatenrichtungen

Wenn Pfeile eingezeichnet sind, sind diese maf3geblich!
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4. Tragwerkseinwirkungen

4.1. AlURere Lasten

stindige Lasten: - wirken immer
- Lage liegt eindeutig fest
- z.B. Eigengewicht

nichtstdndige Lasten: - Lage nicht eindeutig
- nicht dauernd wirksam

Daraus folgt: - ungiinstigste Laststellungen sind jeweils zu bestimmen
- ungiinstigste Lastfalliiberlagerungen fiir maBBgebliche Schnittgrofen

Beispiel 2-Feldtrager:

—+q
\ 4 A \ 4 \ 4 4
Y vYvvv vy vy v 3P
"""""" /AN AN
(a) S e
(b)
ungiinstigste Lastkombinationen des 2-Feldtrégers:
M, max: M, max:
—+4q
\ A 4 A 4 % 1 \ 4 \ 4 A l l Y \ 4 A 4
YYVYYVY VY VYVYYY VYD Y p
TS ST Z> A 2>
M, min:

4.2. Verformungslasten

Aufgrund von Verformungen treten nur an statisch unbestimmten Tragwerken
ZwingungsschnittgroBen auf! Die wichtigsten Verformungslasten sind

Temperaturdnderungen
Temperaturdifferenzen
Lagerverschiebung
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5. Idealisierungen

5.1. TW-Darstellung

Systemlinien
Anstatt der tatsdchlichen Ausdehnungen von Stabformigen Bauteilen werden nur

Ssytsemlinien (i.d.R. die Schwerachse) zur Berechnung verwendet

Lager
Lager werden idealisiert punktformig angenommen

1-wertig 2- wertig 3-wertig
Mechanismen

Auch Mechanismen werden punktformig betrachtet, entsprechend den Schnittkriften, gibt es:

Gelenk (fir M) N-Gelenk Q-Gelenk

e

Auch die Kombination von 2 Mechanismen ist mdglich

Federn
In stat. Berechnungen ersetzen Federn hiufig benachbarte TW-Teile, idealisiert sind Federn
linear wirksam. Es gibt Léngs- und Drehfedern:
Langsfeder: Drehfeder
kF = NFeder / VFeder kD = MFeder / QFeder

(= C N
’ e/ A CTY.
Rechenmodell

Das Rechenmodell ist nicht unbedingt ein Abbild des Tragwerks, je nach gesuchten Groflen
werden haufig Vereinfachungen angesetzt.
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5.2. Verschiebungsdarstellung

Tatsachliche Verschiebungen u und v:

/" E]

Ay F

Wh
“—
Up
Annahmen: linear Statik: u <<v in 2. Ordnung, daher u vernachlissigbar

kleine Verformungen: v << Stablidnge

Verschiebungen werden vertikal zur Stabachse angetragen, Lingenédnderungen aufgrund N
werden berticksichtigt.

Beispiel Einfeldtriger: keine Verschiebung des Lagers b bei reinen Querlasten

5.3. Vernachlassigung der Verformungen fiir der GG-Betrachtung

Theorie I. Ordnung:

- lineare Statik (Verformungen proportional zu den Einwirkungen)
- Beriicksichtigung der Verformungen fiir die SchnittgroBenermittlung
- keine Beriicksichtigung der durch die Verformungen bewirkte Anderung der Schnittgro3en

Theorie II. Ordnung:

- nichtlinear, da die Schnittgroen von den Verformungen abhingig sind

- Theorie kleiner Verformungen

- Anwendung aus Sicherheitsgriinden bei hohen Druckkréfte, z.B. Bogen, Stiitzen
- Anwendung aus Wirtschaftlichkeitsgriinden bei Zugkriften, z.B. Héangebriicken

Bogen Hingebriicke

v vvyvev ey vy d

5.4. Idealisierung des Werkstoffs

lineares Werkstoffgesetz (mathematische Idealisierung des Materials)
homogener Werkstoff (keine Schwankungen innerhalb des Materials)
isotroper Werkstoff (gleichméBige Eigenschaften in alle Richtungen)

z.B. Holz besitzt natiirliche Schwankungen (nicht homogen), ist nicht isotrop
Stahlbeton ist nicht homogen

elastisch und isotrop: 2 Werkstoftkonstanten (E und G)
elastisch und anisotrop: 21 Werkstoffkonstanten
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6. Die Differentialgleichungen fiir gerade Stabe

6.1. Normalspannung aus M

Bekannte Schnittgrofien: M, N, Q bewirken Normal- und Schubspannungen

Spannungsberechnung: c=N/A (1)
N=c-A

Flachentragheitsmoment: [=]2z2dA (2)

(Beispiel Satz von Steiner: 1=]2z2dA entspricht I = Fliche - Abstand?)

(Beispiel Rechteckquerschnitt: I=]22dA=]]2dz dy
| z2dz=7*/3 von -h/2 bis + h/2 = h¥/12
[1h3/12 dy = h¥/12 y von -b/2 bis +b/2 = hb/12)

Betrachtung einer infinitesimal kleinen Flédche dA innerhalb eines Querschnitts:

e
c

................. M
lineare Spannungsverteilung: ¢ = cRand / zZRand (im BogenmalR)
Spannung in dA: =0z
Resultierende Normalkraft: dN=c-dA=¢-z-dA
Resultierendes Moment: dM=z-dN=z-¢p-z-dA=¢ 7> dA
Uber ganzen Querschnitt: M=[dM=[¢-z2dA=¢-[z2dA=¢-1

=¢o=M/I

Spannung in beliebigem Punkt: o=z-M/I 3)
Randspannung mit W=1/zgang: =M/ W (4)

6.2. SchnittgréRen aus q

Vereinfacht fiir einen nur mit Querlasten belasteten Stab:

M+dM
q
\'"4 \\/
M T ________ Bl
Q Q+dQ
[e——dx—>

Skript Statik 2 Seite 8



Belastung und Querkraft: VI =0
-Q+qtdQ+q-dx =0

dQ =-q-dx
dQ/dx =-q
Querkraft und Moment: M #B® =0

M-M+dM)+dx-Q—qdx-dx/2 =0
L= quadratisches Glied = 0!

-dAM+dx-Q =0
dM/dx =Q
M‘=Q

6.3. Durchbiegung
Stab durch Moment gekriimmt, Betrachtung der unteren Randfaser:

M ~/~ M
[edx>| |«
Elastizitétstheorie: € =c/E (mite=Al/l)
Stabverldngerung: Al =1-c/E
Angewandt auf Randfaser des Stabes: dl =dx-c/E
Zusammenhang Durchbiegung und Kriimmung;: dx =do-r
(Kriimmung = 2. Ableitung der Durchbiegung) I'r =dp/dx= ¢’ =0’
Strahlensatz fiir Stabverldngerung: dx/r =dl/z
dx/r =dx-oc/(E-2)

1/t =c/(E-2)
Einsetzenvonc=z-M/1 1/t =z-M/(-E-2)

w* =M/EI |
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6.4. Schubspannung

dor
OMu dx y SOM1 OM aus dm b(z)
GG horizontal: 1 (h) - b(h) =] do(z)/dx - dA (von h bis Rand)
mit do(z) =dM/I - z

7 (h) - b(h) =] dM/dx - /I - dA (von h bis Rand)
7(h) - b(h)=J Q- /I - dA (von h bis Rand)
7(h)-b(h)=Q/-[z-dA (vonh bis Rand)

Flaichenmoment 1. Grades: S(h) = [z-dA (von h bis Rand)
(=statisches Moment)

(h) - b(h) = Q/I - S(2)

Diibelformel: t(h)=Q-S(z)/ (I-b(h))

Achtung: S(z) ist kein Querschnittswert, sondern lageabhidngig
1 (h) ist iiber z nicht linear verteilt

6.5. Integrationskonstante

Die Integration der Dgl liefern Integrationskonstanten C. Diese werden anhand der
Randbedingungen (Lager, Mechanismen) ermittelt.

Bei stat. best. TWen geniigt dies, um alle Konstanten zu ermitteln.

Stat. unbets. TWw haben mehr Integrationskonstanten als GG-Bedingungen, es miissen
zusitzlich Steifigkeitsbedingungen der Verformungsfigur verwendet werden.

6.6. Beispiel 1-Feldtrager mit Gleichstreckenlast, Lange |
Belastung q(x) = q (konstant)
Querkraft: Q=-q
Q) =-Jqdx
Qx)=-q-x+C
Randbedingung: Q0)=q*L/2 = C;=q*L/2

Q(x)=-q-x+q*L/2
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Moment:

Randbedingung:

Beispiel:

Durchbiegung:

Randbedingungen:

mittige Durchbiegung:

M’ =Q

M(x) =] Q dx

M(x) =] (-q - x + q*L/2) dx
M(x) = - q*x¥2 + q*L/2*x + C;

M(0)=0 = C,=0
M(X) = - q*x¥/2 + q*L/2*x
M(L/2) = - ¢*(L/2)/2 + q*L/2*L/2

M(L/2) = - q*L*/8 + q*L/4
M(L/2) = q*L*/8

®’=-M/(E-TI)
®=-1/El []M

o = -1/EI [] -q*x%/2 + q*L/2*x

o = -1/EL | -q*x%/6 + q*L/4*x? + C;

o = -1/EI (-q*x*/24 + q*L/12*x> + C3- x + C4
®(0)=0 = C4=0

o(L)=0 = C;=-q*L¥24

o = -1/EI (-q*x*/24 + q*L/12*x? - q*L3/24*x
o(L/2) = -1/EI (-q*L*/384 + q*L*/96 - q*L*/48
o(L/2) = -q-LY/EI (-1/384 + 1/96 - 1/48)
o(L/2) = -q-LY/EI ((-1+4-8)/384)

w(L/2) = 5/384 - q-L*/EI

7. Das Prinzip der virtuellen Krafte - PdvK

7.1. Formulierung

An den in einem TW auftretenden wirklichen Verschiebungen 6 und Verdrehungen ¢ leisten
die zu einem virtuellen Belastungszustand gehorenden Kréifte und Spannungen keine Arbeit:

EM - ot ZFi - 5i=0)

Herleitung analog PdvV: XM o+ XFi-8=0
PdvV: virtuelle Verriickungen, reale Krifte
PdvK: virtuelle Krifte, reale Verformungen

Beide Sitze werden nicht ganz korrekt als Arbeitssatz bezeichnet:

7.2. AuRere und Innere Arbeit

Alternative Formulierung des PdvK:

AuBere Arbeit:

EW=SW,+TW,=0

Wi innere Arbeit
W, dullere Arbeit

Arbeit = Kraft - Weg
Wa=ZM;- ¢it L Fi- 6

Die duf3eren Krifte sind konstant!
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Innere Arbeit:
Stab mit Lange 1, Langendnderung Al, Normalkraft N
Stab mit Lange I, Lingendnderung Al, Normalkraft N

" L
| (.

<

PSPPI
Y
k

Arbeit : W, = —Kraft -Weg

(negatives Vorzeichen, da Widerstandsarbeit gegen W, )

W; = > N(x)-Al :-AjN(x)-dx

Al Al
mitN(x):TX-EA Wi:—J‘TX-EA-dx:—$J'x-dx
0 0
w. = _EA ¥y EA AP EA'I
T 2 T T2 T EA
mitN=N@ah=2Lea  w--Ln L
| 2 EA

allgemein fiir M, Q und N und Temperatureinfliisse:

W, = - (]M?/EI dx + IN*/EA dx + ]M-o-At/h dx + + [N-at, dx )

mathematische Grundlagen:

Ausfiihrliche Berechnung der M, - M, — Integrale anhand folgender Beispiele:

M, = konstant, M, = linear steigend M, = linear steigend
M, = konstant M, = linear steigend M, = linear fallend

A\ Mlm

Vorstellung der Koppeltafeln, Wiederholung der Berechnung
Aufpassen: Bei zusammengesetzten Funktionsverldufen keine Teile vergessen!

Ml M, M1

7.3. Ermittlung von Verformungen
Idee (von Mohr)

Nach dem PdvK ist an einem im GG befindlichem Tragwerk fiir jede virtuelle Kraft die
Summe der virtuellen Arbeit gleich 0. Um eine Verformung am Punkt [ij zu ermitteln, wird nur
an diesem Punkt eine virtuelle Kraft 1 angesetzt. Die duB8ere virtuelle Arbeit W, reduziert sich
auf 1 - o; mit der wirklichen Verschiebung 6; und ist wegen ,,W, + W; = 0 identisch mit der
inneren virtuellen Arbeit.
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Innere Arbeit von virtuellen Kriften im TW im GG:

Stab mit Lénge 1, Laingendnderung Al, virtuelle Normalkraft N

le L :I:AL:l
I o
N3 N
4_ - S ________________________ 3 } .- _>
N
<« [ >
dx
Adx
Arbeit : W, = —Kraft; o -Weg ey
(negatives Vorzeichen, da Widerstandsarbeit gegen W, )
dW, = —N - Adx
mit Adx = - dx dW, = — N g
EA
il
fir gesamten Stab W, = — IM -dx
, EA
analog: ‘Wi =-( IMM/EI dx + ijN/EA dx + IM‘ocyAt/h dx ++ fﬁ-at-ts dx )‘

Beispiel: Einfeldtriger mit Gleichstreckenlast:

Real: Virtuell:

N

ng 1%1/4

gesucht:  Durchbiegung in Feldmitte

Losung:  Virtuelle 1-Last in Feldmitte ansetzen
Virtuelle M-Linie ermitteln (Myie = 1/2 - L/2=1-L/4=L1/4

PdvK (nur fiir M-Anteile): W,+ W;=0
W.=-W;
1-0=1/(El) MM dx
w=1/(El)-5/12-L/4-qL%8 - L
o =5/384 - qL*/ (E)
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Beispiel Fachwerk:

12 kN 12 kN
vy
31 /@/
+ L 9 @ S

4m 4m 4 m 4m

gesucht:  Durchbiegung in Feldmitte

1. Schritt: Ermittlung der Schnittgrof3en
Lagerkriafte: A=B =12 kN

Am Auflager:

Stab1 (V=0): 3/5-S;+A=0 = Si1=S7=-5/3-A=-20kN
Stab2 (H=0): 4/5-S;+S;=0= S;=S¢=-4/5-S;=16kN

Am Knoten oben links:

Stab 3: (V=0): 3/5-S;+3/5-S3+12kN=0= S3=8s=(-12-3/5-S))-5/3=0
Stab4 (H=0): S4-4/5-S,=0=> S4=4/5-S;=-20kN

2. Schritt: Ermittlung der Schnittgrof3en fiir eine virtuelle 1-Last

Lagerkrifte: A=B=1/2

Am Auflager:

Stab1 (V=0): 3/5-S;+A=0 = S1=S;=-5/3-1/2=-5/6
Stab2 (H=0): 4/5-S1+S;=0=> S:=8¢=-4/5-8,=2/3

Am Knoten oben links:

Stab 3: (V=0): 3/5-S;+3/5-S:=0= S3=S8s=(-3/5-81)-5/3=5/6
Stab 4 (H=0): S4+4/5-S;-4/5-S,=0= S4=4/5- (81 —S3)=-4/3

3. Schritt: Berechnung der Verformung nach dem PdvK

1-0=1/(EA)[ NN dx
N ist in allen Stidbe konstant, d.h. | Rechteck - Rechteck und somit Faktor 1:

-wzl/EA-Z(Li-Si-Si)
co=1EA-2-L;-S;1-S1+2-Ly-S2-S;+2-L3-S3-S3+Ls-Ss4-Sy)
0=1/EA-(2-5-(-5/6)- (-20)+2-8-2/3- 16+ 8 - (-4/3) - (-20))

© = 1/EA - (500/3 + 512/3 + 640/3)

® =508 / (EA) [kNm]

el Ll
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Ubungen im Fach Statik 2
(Prof. Dr. E. Kelller)

1. Bestimmen Sie den Grad ny der statischen Unbestimmtheit fiir die folgenden Tragwerke:

AN T /ANE AN
4
4
4

NN

AN L A s

Fachwerke: alle Stébe sind Fachwerkstibe, alle Knoten sind gelenkig
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2. Berechnen Sie die folgenden Integrale | M - M, dx

-6 kNm
4 kN 6 kNm
a=2m T V """"""""""
f— L=8m
+3 kKNm
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3. Ermitteln Sie fiir einen 1-Feldtrdger (Profil IPE 280, Material St 37-2, Spannweite 6,0)
folgende Verformungen:

= Lingeninderung bei einer allgemeinen Temperaturerhohung um 20° Kelvin
= Durchbiegung in Feldmitte bei 10° Kelvin Temperaturdifferenz Oberseite-Unterseite.
= Durchbiegung in Feldmitte bei einer Gleichstreckenlast von 16 kN/m.

= Neigung am Auflager bei einer Gleichstreckenlast von 16 kN/m.

4. Gegeben ist ein biegesteifer Stabzug mit konstanter Biege-, Schub und Dehnfestigtkeit:

6,0 m

|‘—3,0 m—’|‘—6,0 m—’i

= Ermitteln Sie fiir die gegebene Belastung die Auflagerkrifte, M-, Q- und N-Linie

=  Wihlen Sie anhand des maximalen M-Wertes ein Stahlprofil (Serie IPE) anhand der
maximal zuldssigen Randspannung von 21,82 kN/cm?

= Ermitteln Sie mit Hilfe des PdvK die horizontale und vertikale Verschiebung des
Punktes G getrennt nach den Einfliissen von M-, Q- und N-Linie.

= Ermitteln Sie fiir den Punkt G die horizontale und vertikale Verschiebung, wenn an
der linken vertikalen Stiitze eine Temperaturdifferenz (zwischen Innen- und
Aullenseite, die Aullenseite erwédrmt sich) von 20° Kelvin auftritt.

Ubungen Statik 2 Seite 17



